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Teorema de interpolaciéon de Nevanlinna-Pick (1916, 1919)

Notacion: D = {z e C: |z| < 1}

SeanGINy/\l,)\g ..... An € D.

Encontrar condiciones para iy, ti,, ..., U, € C paraqueexistaf:D — C
con las siguientes condiciones:

o f esanalitica (i.e., f (z) = Y g anz", |z| < 1)
o f(Aj) =y, parai<n.
e Paratodoz € D, |f (z)] < 1.

La solucién existe si y solo si la matriz de n X n

) >0
1= AjA ij<n a

es semidefinida positiva.
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Teorema de interpolacion de Caratheodory (1911)

SeaneNyayai,...,ap € C.
Encontrar condiciones para que exista f : D — C con las siguientes
condiciones:

@ f es analitica
o f(z)=a0+a1z+ - anz" +bpp12" + bpipz"2 4 -

p(2)
e Paratodoz € D, |f(z)] < 1.

La solucién existe si y solo si la matriz de n X n

a O o --- 0
ai a0 0 tee 0
an a1 =0} tee 0
l9n dp—1 dap—2 -°° 4o

tiene norma (como operador) menor o igual a 1.
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Sea A € M,xn
A:C" — C" z=(z1,2,..,22), |Izll, = /X0y |21
A: by — 0]

1Al = sup_ [Az],

Zl|p=

En general, usamos (3, el espacio de sucesiones z = (z1, 22, ...) que

satisfacen ||z||, = 1/ 1oy |z;]? < oo. Note que ¢5 es un espacio de

Hilbert con producto interior
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Matrices, operadores, normas, y operadores adjuntos

Sea A € M,xn
A:C" — C" z=(z1,2,..,22), |Izll, = /X0y |21
A: by — 0]

1Al = sup_ [Az],

llzll.=

En general, usamos (3, el espacio de sucesiones z = (z1, 22, ...) que

satisfacen ||z||, = 1/ 1oy |z;]? < oo. Note que ¢5 es un espacio de

Hilbert con producto interior

N
2

1
e
N
N

i=1
La funcién lineal T : £, — {5 es continua si y solo si es acotada:

ITII= sup [IT (2],
lzll,=1
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Matrices, operadores, normas, y operadores adjuntos

Si T : ¢y — {5 es continua, el operador adjunto T* : {, — #; esta
definido por

(T*(z) ,w) = (z, T (w)) para todo z, w € /5.
T* es continuoy || T| = || T -

Si A € M, la matriz adjunta A* es la matriz conjugada y transpuesta
de A.

Definition

La matriz A € M,x,, es semidefinida positiva (A > 0) si A = A* y si para
todo z € C", (Az,z) > 0.

Definition

SiAB&eM,x,, A>BsiysolosiA— B > 0.

La norma de A puede expresarse en terminos de esta relacion:
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Matrices, operadores, normas, y operadores adjuntos

|A]| < 1siy solo si, para todo z € C”, ||A(2)|* < ||z||?

(Az,Az) < (z,z)
(A*Az,z) < (z,z)
0 < ((I-A"A)z,z)
(I—A*A) > o

En general,

|A] € C& (C?1—A*A) >0 (C?1 — AA*) >0

La solucion de los problemas de interpolaciéon de Nevanlinna-Pick y de
Caratheodory se reduce a calcular la norma de una matriz.
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Espacios de Hardy (sobre funciones analiticas)

®={f:D— C: fesanaliticay sup,cp |f (z)]| < o0}.
@ H® es us espacio de Banach con la norma ||f|| e = sup,cp |f (2)]
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Espacios de Hardy (sobre funciones analiticas)

®={f:D— C: fesanaliticay sup,cp |f (z)]| < o0}.
@ H® es us espacio de Banach con la norma ||f|| e = sup,cp |f (2)]
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@ H? es un espacio de Hilbert con producto interior
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Espacios de Hardy (sobre funciones analiticas)

®={f:D— C: fesanaliticay sup,cp |f (z)]| < o0}.
@ H® es us espacio de Banach con la norma ||f|| e = sup,cp |f (2)]

@ H* es un algebra, y como ||fg|| g < ||f] g ||&] geo » H® €5 un
algebra de Banach.
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@ H? es un espacio de Hilbert con producto interior
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27T
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Espacios de Hardy (sobre funciones analiticas)

®={f:D— C: fesanaliticay sup,cp |f (z)]| < o0}.
@ H® es us espacio de Banach con la norma ||f|| e = sup,cp |f (2)]

@ H* es un algebra, y como ||fg|| g < ||f] g ||&] geo » H® €5 un
algebra de Banach.

H? las f : D — C analiticas con sup,; ﬁ ffn }f (reig) ‘2 df < co.

@ H? es us espacio de Banach con la norma

Il e —sup\/ / f (ref?) ] do

@ H? es un espacio de Hilbert con producto interior

(f,g) —sup—/ g (rei®)do
r<1 2
@ H? tiene base ortonormal (1 z, 2%, 2 )Note que H? = /.

@ H® C H? como conjuntos, y ademas HO"H2 C H2.
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Definition

| \
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@ fH? C H? (i.e., consideramos My : H> — H? como un multiplicador)

@ sup{|/fg|ly2 : g € H?, |lg|l, =1} < oo (i.e., M es un operador
acotado)

Uno puede demostrar que || M¢|| = ||f||;~ y esto describe a H* de
manera distinta.

(Institute) 8 de Junio de 2015



Espacios de Hardy (definicién alterna)

H*® C H? como conjuntos, y ademas H*H? C H?.

Definition

H? es el espacio de Hilbert con base ortonormal (1,z,2%,...).

Definition

| \

H® consiste de las funciones f € H? que satisfacen

@ fH? C H? (i.e., consideramos My : H> — H? como un multiplicador)

@ sup{|/fg|ly2 : g € H?, |lg|l, =1} < oo (i.e., M es un operador
acotado)

Uno puede demostrar que || M¢|| = ||f||;~ y esto describe a H* de
manera distinta.
Entonces H® es una subalgebra de B (H2) , 'y €s un algebra de operadores
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Teorema de interpolaciéon de Caratheodory

Dados n€ Ny ap, a1,...,a, € C,
inf || f]| yoo

of (Z) =ataz+---apz" "i_bn-i-lzn—i_1 + bn+2zn+2 +---

p(2)
@ f: D — C es analitica y acotada
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Dados n€ Ny ap, a1,...,a, € C,

inf || f]| yoo

of (Z) =ataz+---apz" "i_bn-i-lzn—i_1 + bn+2zn+2 +---

p(2)
@ f: D — C es analitica y acotada
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Teorema de interpolaciéon de Caratheodory

Dados n€ Ny ap, a1,...,a, € C,

inf || f]| yoo

o f(z)=ag+arz+ - +a,z" +bpi12" + byi0z"2 4.
p(z)

@ f: D — C es analitica y acotada

J={feH®:f(z)=bp1z"™ + byoz"™ +---}.  Esun ideal
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Dados n€ Ny ap, a1,...,a, € C,

inf || f]| yoo

o f(z)=ag+arz+ - +a,z" +bpi12" + byi0z"2 4.
p(z)
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Teorema de interpolaciéon de Caratheodory

Dados n€ Ny ap, a1,...,a, € C,

inf || f]| yoo

o f(z)=ag+arz+ - +a,z" +bpi12" + byi0z"2 4.
p(z)

@ f: D — C es analitica y acotada

J={feH®:f(z)=bp1z"™ + byoz"™ +---}.  Esun ideal
cerrado de H®

i f o — J ©
int o+ 8= = 1o+ Jlm
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Teorema de interpolaciéon de Caratheodory

Dados n€ Ny ap, a1,...,a, € C,

inf || f]| yoo

of (Z) =ataz+---apz" "i_bn-i-lzn—i_1 + bn+2zn+2 +---

p(2)
@ f: D — C es analitica y acotada

J={feH®:f(z)=bp1z"™ + byoz"™ +---}.  Esun ideal
cerrado de H®
inf P+ gllys = llp+Jlne

Como J +span{l,z,2%,..., 2"} = H*,

dmH®/J=n+1
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Teorema de interpolacién de Nevanlinna-Pick

Dados n€ N, Ay,...,Ap €Dy pyy,...,u, €C,

inf Hf”Hoo

o f: D — C es analitica y acotada

o f(Aj) =y, parai<n
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Teorema de interpolacién de Nevanlinna-Pick

Dados n € N, Ay, ..., A €Dy, ..., u, €C,

o f: D — C es analitica y acotada
o f(Aj) =y, parai<n
J={f e H®:f(Aj) =0parai<n}.
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Teorema de interpolacién de Nevanlinna-Pick

Dados n € N, Ay, ..., A €Dy, ..., u, €C,

o f: D — C es analitica y acotada
o f(Aj) =y, parai<n
J={feH®:f(Aj)=0parai<n}. J es un ideal cerrado de H*
Sea p (z) un polinomio que satisface p (A;) = p; para i < n (interpolacién
de Lagrange)
inf o = J|| oo
inf I+ ellye = llp+ ey

Y también tenemos que
dimH®/J <
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Para A € D, definamos e : H® — C por la formula ey (f) = f (A). Esta
funcién es lineal y continua
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La funcién ey : H> — C, e (f) = f (1), también es lineal y continua. Por
consiguiente, existe ky € H? tal que

Vf e H?, f(A)=(f k).

Es facil ver que k) = 14 Az 4+ A2 4. = ﬁ € H2.

Lemma

Para f € H®, A € D, (M)* ky = f (A)ky.
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<g,(Mf)* k/\> = <Mfg, k/\> - (fg, kA> = f(/\)g()t)
= f(A) (g k)
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Teorema de interpolacién de Nevanlinna-Pick

Dados ne N, Aq,..., A, €D
J={f e H®:f(A;) =0para i< n} es el ideal cerrado de H*®

Definition

M, =WyNJ=(MJ)L=H26MJ.
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Dados ne N, Aq,..., A, €D
J={f e H®:f(A;) =0para i< n} es el ideal cerrado de H*®

Definition

M, =myNJ=(MJ)J—=H2@MJ.

@ M es un espacio invariante de H* (i.e., M, M C M)
e N es un espacio *-invariante de H* (i.e., (M,)* N, C N))

NJ = span{k)\l, k)\z,.‘.,k)\n}
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Sea J C H*™ un ideal w*-cerrado, M = JH? y

N, = (./\/l_/)L = H2@M_/
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Teorema de Sarason (1968)

Sea J C H*™ un ideal w*-cerrado, M = JH? y

N, = (MJ)L: H2@M_/
@ M es un espacio invariante de H* (i.e., M, M C M)
e N es un espacio *-invariante de H* (i.e., (M,)* N, C N))
o H* =M, N,

Sea f € H®,

My = PMJMf|MJ PMJMf|NJ
PNJMf\MJ PNJMf\NJ

(Institute)
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Teorema de Sarason (1968)

Sea J C H*™ un ideal w*-cerrado, M = JH? y

N, = (MJ)L: H2@M_/
@ M es un espacio invariante de H* (i.e., M, M C M)
e N es un espacio *-invariante de H* (i.e., (M,)* N, C N))
o H* =M, N,

Sea f € H®,

M, — P, Mg, PMJMfWJ} _ [PMJ’V’HMJ P, Mg,
PNJMf\MJ PNJMf\NJ 0 PNJMf\NJ

(Institute)
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Teorema de Sarason (1968)

Sea J C H*™ un ideal w*-cerrado, M = JH? y
N, = <MJ)L: H?> o M,

@ M es un espacio invariante de H* (i.e., M, M C M)

e N es un espacio *-invariante de H* (i.e., (M,)* N, C N))

o H> = M;eN,
Sea f € H®,

My = |:PMJ Meipm,  Pm, Mfwj} _ [PMJ Meip,  Pm, /V/fWJ]
PNJMf\MJ PNJMf\NJ 0 PNJMf\NJ

Definition
@ : H® — B(N)) esta definido por @ (f) = Py, Mgy,
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@ @ es lineal y acotada. ||| < 1.
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Definition
@ : H*® — B (N)) esta definido por @ (f) = Py, Mgy,

o @ es lineal y acotada. ||| < 1.
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@ : H*® — B (N)) esta definido por @ (f) = Py, Mgy,

o @ es lineal y acotada. ||| < 1.
o & es multiplicativa (i.e., @ (fg) = P (f) P (g))
o (se sigue de (Mf)* N; C NV))
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Teorema de Sarason (1968)

Definition
@ : H*® — B (N)) esta definido por @ (f) = Py, Mgy,

o @ es lineal y acotada. ||| < 1.
o & es multiplicativa (i.e., @ (fg) = P (f) P (g))
o (se sigue de (Mf)* N; C NV))
o Ve J d(f)=0
o Sifed fN;C M, Y como Py, (M) =0, se sigue que
d(f)=0.

®: H*/J — B(N,) definido por @ (f + J) = Py, Mgy, satisface
@] <1.
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Theorem (Sarason, 1968)

® es una isometria.

Caratheodory: J = {f € H® : f (2) = bp12"™" + bp2z" ™+ }y
Ny =span{l,z...,2"}.
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® es una isometria.

Caratheodory: J = {f € H® : f (2) = bp12"™" + bp2z" ™+ }y
Ny =span{l,z...,2"}.

3o, a, ..., ap,€Candp(z)=ap+aiz+---apz"
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Theorem (Sarason, 1968)

® es una isometria.

Caratheodory: J = {f € H® : f (2) = bp12"™" + bp2z" ™+ }y
Ny =span{l,z...,2"}.

3o, a, ..., ap,€Candp(z)=ap+aiz+---apz"

;ngIIPJrgHHm = Hp"i‘J“H“’/J = ||PNJMP|NJH

Nevanlinna-Pick: Ay,...,A, € D, J={f € H®: f(A;) =0 para i < n}
y N =span{z,,,..., z),}.
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Theorem (Sarason, 1968)

® es una isometria.

Caratheodory: J = {f € H® : f (z) = bpp1 2" + bpoz"2 + -}y
Nj=span{l,z,...,z2"}.
3o, a, ..., ap,€Candp(z)=ap+aiz+---apz"

éirrglnp‘f'gHHm = Hp"i‘J“H“’/J = ||PNJMP|NJH

Nevanlinna-Pick: Ay,...,A, € D, J={f € H®: f(A;) =0 para i < n}
y N =span{z,,,..., z),}.

Dados y;, i < n, encontrar p(z) un polinomio que satisface p (A;) = y;
para i < n
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Recordatorio: Espacios de Hardy (definicién alterna)

H*® C H? como conjuntos, y ademas H*H? C H?.

Definition
H? es el espacio de Hilbert con base ortonormal (1, 2,22, .. ) .

Definition
H> consiste de las funciones f € H? que satisfacen
@ fH?> C H? (i.e., consideramos My : H> — H? como un multiplicador)
Q sup {||fg|l42 : g € H?, |lg|l, =1} < oo (i.e., M¢ es un operador
acotado)

11l = Fllw = IMell = sup {IIfell 2 - & € H*, llgll, = 1}

H®* es una subalgebra de B (H2)
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Espacios de Hardy no comutativos

El espacio de Fock completo (Full Fock space) en el espacio de Hilbert ¢
se define como:

Fr=Colie(oB)e(Balal)o. -
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El espacio de Fock completo (Full Fock space) en el espacio de Hilbert ¢
se define como:

Fr=Colie(oB)e(Balal)o. -

Es el espacio de Hilbert con base ortonormal indexada por ', el
semigrupo libre de n elementos g1, &, ..., &n.
Por ejemplo, si n = 2, la base de F? es

€0y €11 g1 €g1g17 €g1820 €081 Cgogrr -+ -
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Espacios de Hardy no comutativos

El espacio de Fock completo (Full Fock space) en el espacio de Hilbert ¢
se define como:
Fr=Colie(oB)e(Balal)o. -

Es el espacio de Hilbert con base ortonormal indexada por ', el
semigrupo libre de n elementos g1, &, ..., &n.
Por ejemplo, si n = 2, la base de F? es

€0 €g11 €g21 €g1g1 €182+ Egog1 Cgogar - - -
y se puede visualizar en el arbol binario

(Institute)
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Espacios de Hardy no comutativos

F3 tiene un producto “formal” definido por ¢, ® €p = €up

(Institute) 8 de Junio de 2015 19 / 20



Espacios de Hardy no comutativos
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Espacios de Hardy no comutativos

F3 tiene un producto “formal” definido por ¢, ® €p = €up

Definition

F2 consiste de las funciones f € F? que satisfacen
@ f®F? C F? (i.e., consideramos My : F> — F2 como un
multiplicador)

Q sup{||[f@gll.:g € F2 |lgll,=1} < oo (i.e., Ms es un operador
acotado)

F:° es una subalgebra de B (F,%) con la norma

1l = Il =sup {If @llrz : & € FL.llgllz =1}

F7° estd generada (en la topologia w*) por las isometrias (con rangos

ortogonales) Si,..., S, : F?2 — F2 definidas por

Si (eﬂé) = €giun
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Espacios de Hardy no comutativos

Hay muchas analogias entre los espacios H?, H* y F2, F (Popescu)

@ factorizacion de funciones inner-outer

@ desigualdad de von Neumann no commutativa

Theorem (A-Popescu y Davidson-Pitts, 98)

SiJ C F° es un ideal w*-cerrado (2-sided), entonces la funcion
®:Fr/J — B(N]) definido por @ () = Py, Mgy,

es una isometria.
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