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RESUMEN

El analisis de los polinomios ha sido uno de los temas de estudio méas antiguos
del ser humano, y en particular, el analisis de los polinomios que poseen todas sus

raices reales.

La naturaleza de las raices de polinomios tiene una relacién directa con varias
aplicaciones de estos en diversos campos de la ciencia, como lo son los circuitos
eléctricos, amplificadores, filtros, sistemas mecanicos, engranajes, motores y una gran
variedad més de sistemas de control, ya que dichos sistemas pueden modelarse a
través de sistemas de ecuaciones diferenciales, cuando se estudian en el dominio del
tiempo, o bien, por medio de transformaciones, como la Transformada de Laplace
en el dominio de la frecuencia, y como resultado de dicha modelacion, se obtienen

polinomios, en donde las raices determinan el comportamiento del sistema.
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OBJETIVOS

General

Investigar propiedades caracteristicas de los polinomios de raices reales.

Especificos

Investigar formas de obtener polinomios con raices reales a partir de transfor-

maciones lineales.

Poder determinar qué distribucién en el plano complejo, tienen las raices de

un polinomio dado.

Enunciar y demostrar la caracterizaciéon de las sucesiones de nimeros reales,
que transforman polinomios con raices reales en otros con las mismas carac-

teristicas.

Construir polinomios con todas sus raices sobre una curva cénica en el plano

complejo.
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INTRODUCCION

La determinacién de las raices de los polinomios, o la resolucion de ecuaciones
algebraicas, estd entre los problemas mas viejos de la matematica. Su estudio se re-
monta a la época de los babilonios (2000 A.C.), los cuales ya eran capaces de resolver
ecuaciones de segundo grado por medio de radicales. En 300 A.C., Euclides da inter-
pretaciones geométricas a las ecuaciones algebraicas, logrando asi resolver ecuaciones
cuadrdticas por medio de construcciones geométricas. Luego, los drabes (1000 D.C.)

logran reducir las ecuaciones del tipo 2 + ax? = b a ecuaciones cuadréticas.

A partir del estudio del dlgebra, la investigacion sobre polinomios y sus raices
cobré auge. Se investigaron mas las propiedades de los polinomios como estructura,
encontrandose soluciones por radicales para ecuaciones de grados dos, tres y cuatro;
sin embargo, las formulas para polinomios de quinto grado fueron esquivas para los in-
vestigadores durante un tiempo prolongado. En 1824, Niels Henrik Abel demostré el
resultado que no puede haber formulas generales para los polinomios de grado cinco
o mayores en términos de sus coeficientes. Este resultado marcé el comienzo de la
teoria de Galois que se encarga de un estudio detallado de las relaciones entre las

raices de los polinomios.

La forma de determinar si un polinomio tiene raices reales o no ha sido tema
de estudio a través de la historia. Existen varios métodos para poder comprobar si
un polinomio dado posee raices reales, si son positivas o negativas, si se encuentran
en un intervalo dado, o si estan acotadas por un nimero dado, sin embargo, fue el
matematico hingaro George Pdélya quien en un articulo sugirié una forma de trasfor-

mar polinomios con todas sus raices reales en otro con las mismas caracteristicas.
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1. DISTRIBUCION DE RAICES SOBRE EL
PLANO COMPLEJO

1.1. Distribucién sobre una recta

Si f y ¢ son funciones de C en C, podemos considerar que f actia sobre g por
composicién: h = f(g), donde h es la funcién de C en C definida por h = g o f, es
decir, h es la funcién que se obtiene de g al hacer el cambio de variable f. Vamos
a considerar el plano complejo C y los movimientos del plano M = {T|T": C — C}
donde T es una traslacion, rotacién, homotecia, una reflexion axial o una inver-
sién sobre un circulo. Tales transformaciones las extenderemos al dlgebra C [z] de
polinomios al aplicarlas como cambios de variable: si T € M, supondremos que 1T’

también actia sobre C [z] definiendo T": C [z] — C|z] de la manera siguiente:

T:p(z) = q(z) = T(p) () = p(T(2)).

Considérese un polinomio ménico

p(2) = 2"+ ap_ 12"+ +arz + ay. (1.1)

Por el teorema del factor,

p(z)=(z—21)(z—22) (2 — zn) (1.2)

con z; € C.



Figura 1: Traslacién al origen

~ ﬂ
4 /

Si las raices de p(z) estan sobre la recta

L={zlz=at+ 2} (1.3)

con a = e’ y t € R, entonces 2z, = aty + 2, tpy € R, k = 1,...,n. Al realizar la
traslacion ()

Zr 2 — 2 (1.4)

p(z) se transforma en ¢(z) = p(z — zp), un polinomio cuyas raices aty, ats, ..., at,
estan sobre la recta

L' ={z|z = at} (1.5)

Si se realiza ahora la rotacion ( [2)

Z— az (1.6)

q(z) se transforma en r(z) = ¢g(az), un polinomio cuyas raices ti, ta, ..., t, son

todas reales.

Concluimos que, dado un polinomio p(z) cuyas raices estdn sobre una recta,
existe un movimiento rigido del plano que transforma a p(z) en un polinomio con
todas sus raices reales. Dicha transformacion siempre se puede descomponer como

producto de traslaciones y rotaciones.



Figura 2: Rotacion al eje real

2= az
p(z) = q(z) = a"p(az + ) (1.7)

con zg y a definidos como en (L3)).

Por ejemplo, considérese el polinomio

p(z)=(2—-(2414) (2= B+2i)(z— (4+ 3i))
= 2% — (94 6i) 2> + (15 + 34i) z + 5 — 40i

Las raices de p(z) son: z; = 2414, 20 = 3+ 2i, 23 = 4 + 3i, y estdn sobre la

L:{z|z: <§+§i>t+l}.

recta



Por lo tanto, el polinomio

(83
(32 (£-9))
(35

s sann (3 7F1) 20 1) a0

— 2% 6v222 222 — 12V2

[\')

]

\G)

tiene sus raices reales

En efecto:

(z — \/§> <z — 2\/§> (z - 3\/§> — 5 6v/22% 4+ 222 — 12V2.

4



1.2. Distribucién sobre una circunferencia

Considérese nuevamente el polimonio ménico p(z) definido en (1.1). Supong-

amos que p(z) tiene todas sus raices sobre la circunferencia
C={zllz=al =1} (1.8)

centrada en a € C y con radio r. Por el teorema del factor,

p(2) = (z = 21)(z = 22) - -+ (2 = zn)-

Donde

21 = a + re'

conf, R, k=1,...,n.

La transformacién

1+ 2z
= 1.9
v 21+ 2z (1.9)

mapea la circunferencia unidad con centro en el origen en la recta real, y su inversa

es

2wi— 1
= - 1.10
1— 2w ( )

Asi que



Figura 3: Traslaciéon de circunferencia
2= z—a+r

() —

g(2) = (i— 22)"p <r2,Zi —1, a> (1.11)

17— 22

tiene sus raices sobre reales en

1+ efij

= S oo (1.12)

Tk

Por ejemplo, considérese el polinomio

p(z)=(z—(1+i+ 36”/4))(,2 —(1+i+ 363”/4))(2 — (1414 36_”/4)) (1.13)

p(2) = (—216(14+V2+1)) (2% — (% + g) 22+ (ﬁ - §) z+ (ﬁ — 1)) (1.14)

el cual tiene sus raices sobre la circunferencia

C={zllz = (A +d[ =3} (1.15)

por lo tanto el polinomio

11— 42

q(z) = (i—22)%p (32?i_2 ! +1+z’) (1.16)

6



tiene sus raices en

en efecto:

1+ e™/4i 1 V2

" —=—T————7=——= + —_—
27 + 2em/4i 2 2
1+e3/4 1 /2

Ty = —— = = = —
27T 9j 1 2e3m/4i 2 2

1+e ™4 1 2
i m 2ty

T 2+ 2e/4 2
V2
9

V2) 5 (V2 3 V2 1
7)”(7‘1)“(?—5)

1.3. Distribucién Sobre una Coénica Cualquiera

(- 9)(-5-9))-

(1.17)

(1.18)

(1.19)

(1.20)

En esta seccién haremos uso de un resultado geométrico que nos permitira en-

contrar una transformacion puntual que mapee a una conica dada en otra conica

deseada.

Sea T' un mapeo de C en si mismo. A T lo llamaremos transformacion trilineal

si

ar + By + v nx+9y+/~f>

T(w,y) = <5:v+ey+§’5x+ey+(

7

(1.21)



Esta transformacion puede representarse mediante la matriz de sus coeficientes

My (1.22)

I
3 Q
A I®
R 2

Pasaremos ahora a un resultado que nos serd de mucha utilidad

1.1 Teorema. Sean 717 y 15 dos transformaciones trilineales con matrices de
coeficientes My, v My, respectivamente, y sea 13 = T o T} la composicién de 7T con
T,. Entonces T3 es una transformacion trilineal y su matriz de coeficientes esta dada

por

Mg, = My, Mr, (1.23)
Demostracion. Sean
ar B m as Pa Ve
My, = |m 6 ki Mg, = m2 02 ke (1.24)
0 a G 0y € (o

por lo tanto se tiene que

Ti(z,y) = (alx + 5w+ mr+ 0y + %1) (1.25)
e hr+eay+G hr+eay+G '
y
Ty(z,y) = (04216 + Boy + 72 mpx + Oy + /fz) (1.26)
2 0o + €2y + G2 0o + €2y + (o '

8



asi que tenemos que 73 es

arz+PB1+7 ma+01y+ry arz+PB1+7 ma+b1y+rl
a2 <61x+61y+41> + 5 <51z+e1y+41 T2 d1ztey+Q + 0 d1z+e1y+Q L

a1z+B1y+71 mr+01y+r1 ’ arz+B1+v mr+01y+k1
52 ( d1x+e1y+C1 ) € <61x+e1y+C1 + CQ 52 orx+e1y+C1 > Srx+e1y+QL + CZ
(1.27)

lo cual, reordenado y agrupando queda

(agay + Bam + Y201)x + (a2f1 + Baby + Ya€1)y + (a1 + Gokr + 7261)

R(Ty) =
(T3) (01 + €amy + (201)x + (0201 + €201 + Co€1)y + (doy1 + €2K1 + Q‘QQ() |
1.28
X(T3) = (m2air + Oomy + Kady ) + (7281 + 0201 + Kaer)y + (m271 + Oak1 + K2(1)
3 (02011 + €211 + C201)x + (0201 + €261 + Ca€1)y + (021 + €261 + (261)
(1.29)
por lo que la matriz de coeficientes de 75 coincide con Mp, Mp, 0

Ahora, recordemos que una conica es la curva definida por una ecuacién de la

forma

Az® +2Bxy + Cy* + Do+ Ey+ F =0 (1.30)

Dicha curva puede ser, dependiendo de los coeficientes, una de las siguientes:
una elipse, en particular una circunferencia, en particular un punto o el vacio; una
pardbola, en particular un par de rectas paralelas, en particular dos rectas que coin-

ciden; una hipérbola, en particular un par de rectas que se intersectan.

Mediante homotecias, traslaciones y rotaciones del plano, (L30]) puede reducirse

a la forma candnica en cada caso, como sigue:

Una elipse



.ZUZ yQ

En particular, si en el caso anterior es @ = b = r, una circunferencia (o, si

r =0, un punto):

? +yt=r? (1.32)
El vacio (si r # 0):
2?4yt = —r? (1.33)
Una parabola:
2 _
Tt =y. (1.34)
Un par de rectas paralelas:
z? =12 (1.35)

z? = 0. (1.36)



Una hipérbola:

2 2
x v
2 b
Un par de rectas que se intersectan:
2 2
z Y
PER

(1.37)

(1.38)

1.2 Teorema. Dadas dos conicas cualesquiera C; y Cs, existe una proyectivi-

dad que transforma C4 en Cs.

Demostracion. Primero definiremos la transformacion

Mr

_ o O
O = O
O O =

la cudl es su propia inversa, ya que M2 = I, la matriz identidad.

Por lo tanto se tiene que

Esta transformacion es tal que transforma la hipérbole

H : (sec,tanf)
en la circunferencia unidad

C : (cosf,sinb)

y a la parabola
P (t,t%)

11

(1.39)

(1.40)

(1.41)

(1.42)

(1.43)



en la hipérbole

H:(1/t,1) (1.44)

Por la parte anterior tenemos entonces que cualquier elipse, parabola e hipérbole
puede transformarse por medio de la composicion de homotecias, rotaciones y trasla-
ciones en una cénica en su forma canonica, y al componerla con la transformacion

T, en la circunferencia centrada en el origen de radio 1 y viceversa.

Asi que por medio de composiciones de transformaciones se puede transformar

una cénica en otra.

Asi, tenemos que para determinar si un polinomio tiene sus raices distribuidas
sobre una conica, basta con comprobar si luego de una transformacién adecuada,
resulta un polinomio con todas sus raices reales. Por esta razon en lo que sigue nos

limitaremos al estudio de los polinomios con raices reales.

12



2. POLINOMIOS CON RAICES REALES

2.1. Preliminares

2.1 Definicién. Sea R(™[z] el conjunto de polinomios con coeficientes reales de
grado no mayor que n. R™[z] no es un espacio vectorial, pero R™[z] = R(™ [z]U {0}

si es un espacio vectorial con las operaciones ordinarias.

Si se tiene que p () € R™[x], p(x) = 3 a;2%, con a; € R, la funcién
i=0

¢: RM[z] — R (2.1)

definida por

c:p(x)— (an,...,ap) (2.2)

es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Para simplificar, identifiquemos R™[z] con R™*! e identifiquemos los elementos
de R™[z] con los de R™*!.

Definimos en R™[z] 1a relacién de equivalencia siguiente:

p(x) ~q(z) (2.3)

si y solo si p(z) y ¢ (x) son linealmente dependientes, es decir, si existen A, p € R

no ambos nulos, tales que

13



Ap (z) + pg (z) = 0. (2.4)

La clase de equivalencia de p (x) es

p(x) = {xp () [A € R, A # 0} (2.5)

En particular tenemos que, 0 = {0} y p (z) ~ ¢ (x) siy solosip (z) y q (x) tienen

exactamente las mismas raices. Como representante canénico de p (z) tomamos el

tnico polinomio ménico que pertenece a p (x) y lo designamos p(z). Excepto por el

hecho que 0 ¢ p (), tenemos que p (z) es la recta en R™[z] que contiene a p (z).

2.2 Definicién. El conjunto de representantes candénicos de los polinomios de grado

n es el hiperplano R,,[x] definido por la ecuacién

an, = 1. (2.6)

Cada recta p(x) tal que p(z) es de grado n, corta al hiperplano R,[z] exac-
tamente en un punto, el polinomio moénico p/(x\) Las rectas m tales que p () es
de grado menor que n, estdn en el hiperplano formado por los polinomios de grado
menor que n, sin tomar en cuenta el polinomio nulo, el cual estd definido por la

ecuacion

a, = 0. (2.7)

Tenemos pues, el espacio R™*! y dos hiperplanos en él: a, = 1y a, = 0 .

Uniendo estos dos hiperplanos obtenemos el espacio proyectivo P™ de la manera

siguiente: cada recta p (x) que corta al hiperplano a,, = 1 (es decir, cada recta que
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no estd contenida en el hiperplano a,, = 0) define un punto finito en P"; cada recta

p(x) que esta contenida en el hiperplanoa, = 0 (es decir, cada recta que no corta
al hiperplano a,, = 0) define un punto en el infinito en P™. Para simplificar: el haz
de rectas que pasan por el origen en R"*! forman el conjunto de puntos del espacio

proyectivo P".

2.3 Definiciéon. R, es el conjunto de polinomios ménicos con coeficientes reales
y raices reales, es decir, el subconjunto del hiperplano R, [x] tal que sus elementos

tienen todas sus raices reales.

2.2. Propiedades

Todo polinomio p(z) € R,, como en (2], tiene las siguientes propiedades

L. p(z+¢c) €eR,, conceR
2. p(cx)/c" € R, con c € R con ¢ # 0
3. Si 0 es una raiz de p(x) de multiplicidad %, entonces 2™ *p(1)/ay, € Ry

4. p'(z)/n € R, paran > 0.

Demostracion. 1) Sir es una raiz de p(x), entonces se tendra que r — ¢ es raiz de
p(z + ¢), por lo que todas las raices de p(x) son transformadas univocamente a

raices de p(z + ¢), por lo que p(x + ¢) € R,

11) Sir es una raiz de p(x), entonces se tendra que r/c es raiz de p(cx), por lo que
todas las raices de p(z) son transformadas univocamente a raices de p(cz) y si

son raices de p(cz) también lo serdn de p(cx)/c™, por lo que p(cx)/c™ € R,

111) Si 7 es una raiz de p(x)/x*, entonces se tendra que 1/r es raiz de p(1/x)/aF,

por lo que todas las raices de p(x)/z* son transformadas unfvocamente a raices
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V)

de p(1/x) /2" y si son raices de p(1/z)/2z* también lo serdn de 2" *p(1/x)/ay,
por lo que 2" *p(z)/ag € R

Si p(z) € R, entonces tiene todas sus raices reales y por lo tanto se tiene que,
por el teorema del valor medio, entre dos raices consecutivas hay un real para

el cual p/(x) es cero, asi que p/'(z) tiene todas sus raices reales.

Del 1ltimo inciso se obtiene el siguiente corolario

2.1 Corolario. (n — k)!Ip®) (x)/n! € R,_p paran >0y 0 < k < n.

Otra forma de ver el teorema anterior es por medio del siguiente corolario

2.2 Corolario. Si (a,—1,a,-2,...,a9) € R,, entonces

c(ap—1+ e, D00 (l:)akck_i, o arc®) € R,
cAan_1/c,an_2/c, ... ag/c") € R, con ¢ # 0

- (agy1/ar, agya/ag, ..., 1/ag) € R,y con k la multiplicidad de la raiz 0 en p(x)

. ((n=Day_1/n,(n —2)an_2o/n,...,a1/n) € R,

2.3. Analisis de A,

Un polinomio moénico de grado 2

p(r) =2 +az+b (2.8)
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Figura 4: Ry

=10 -5 5 10

con coeficientes reales tiene sus raices reales, si y solo si su discriminante D =

a’?—4b >0, i.e.
a® > 4b (2.9)

Por lo tanto, se tiene el siguiente

2.1 Teorema. Si (a,b) € R?, entonces (a,b) € R, si y solo si a? > 4b

Se sigue que la regién de R? tal que se cumple ([Z.9)) es isomorfa a Ry C Ry[z].

Ademas, dentro de Ry podemos definir un producto de la manera siguiente
2.4 Definicién. Si (a,b), (¢, d) € Ry[z], sea

(a,b) - (¢, d) = (Sac |ac], spa |bd]) (2.10)

donde s, con z,y € R se define como

Szy

) sign(z) sizy >0 (2.11)
-1 en otro caso '

entonces tenemos el siguiente teorema
2.2 Teorema. Si (a,b), (¢, d) € Ry entonces (a,b) - (¢,d) € Ry
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Demostracion. Si (a,b) € Ry, entonces
a’® > 4b

y similarmente, si (¢, d) € Ro
2> 4d

por lo tanto
(5acac)?® = a*c* > s34 16bd > s 4bd

en donde la primer desigualdad se obtiene de la definicion de spq y las propiedades

de desigualdades, y de aqui se sigue el resultado deseado.

2.3 Corolario. Si (a,b) € Ry entonces para m € Z*, m > 1, se tiene que

(sign(a) a™, sign(b) b™) € Ry (2.12)

2.4. Analisis de ‘A3

Para el analisis de PR3, vamos a mostrar una propiedad que caracteriza a los
polinomios de tercer grado que tienen todas sus raices reales por medio de sus coe-

ficientes, esto por medio del siguiente teorema:

2.3 Teorema. Sea p(z) un polinomio de tercer grado
p(z) = 2% +ax® + br +c (2.13)

entonces p tiene todas sus raices reales si y solo si

a® > 3b

2(a? — 3b)%2 > |9ab — 27¢ — 2a?|
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Demostracion. Supongamos que p(x) tiene sus tres raices reales r; < ry < r3. En-
tonces por el Teorema del Valor medio, entre 1 y ro, p'(x) tiene una raiz, al igual
que entre o y 73, asi que

p?+2ar +b (2.14)

. , . ., . 2
tiene sus raices reales, y como vimos en la secciéon anterior (%‘1) > 4b, lo cual es
equivalente a:

a® > 3b (2.15)

ademds, como p(z) tiene coeficiente principal positivo, se tiene que p(z) es creciente
desde —oo hasta el primer punto critico, asi como desde el segundo valor critico
hasta oo, por lo tando para que todas las raices de (2.4) sean reales se tiene que
tener que su maximo local ubicado en la raiz mas pequena de p'(x) sea positivo y
que el minimo local colocado en la raiz més grande de p’(x) sea negativo, es decir,

al valuar las raices

a b? — 3¢
e (2.16)
oy = —§+Z)QT_3C (2.17)
de p/(z) en p(x) debe tener que
p(x1) =0 2.18)
p(a2) <0 (2.19)
es decir que

2a® 4 2(a® — 3b)%? — 9ab 4+ 27¢ > 0 (2.20)
20 — 2(a® — 3b)3? — 9ab + 27¢ < 0 (2.21)

o lo que es lo mismo,
2(a® — 3b)*2 > |9ab — 27¢ — 24| (2.22)

19



con lo que se concluye la prueba

Esta superficie se muestra en las figuras By [l

Ademas, se tiene como corolario el siguiente resultado
2.4 Corolario. Si (a,b,c) € R3, entonces (a, b, c) € Ry si y solo si

a’? > 3b

2(a® — 3b)*? > |9ab — 27¢ — 2a°|
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Figura 5: M3 Vista Superior

Figura 6: B3 Vista Inferior
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3. POLINOMIOS DE GRADO n

3.1. El Criterio de Sturm

Ahora veamos el caso general de un polinomio p(x) de grado n con coeficientes
reales. Para determinar si las raices de p(z) son todas reales, aplicamos el Teorema
de Sturm para contar el nimero de raices reales de p(z), y si este nimero es n
tendremos el resultado. El siguiente teorema nos da una acotacion simple para las

raices de p(z).

3.1 Teorema. Sea
p(r) = 2"+ ap2" "t + aga" P+ -+ ay,

con a; € R. Sea M es el méximo de los niimeros 1y |ay| + |az| + - - - + |a,|. Entonces
se tiene que

p(s) > 0 para s > M
(=1)"p(s) > 0 para s < —M
por lo que todas las raices de p(x) en R estan en el intervalo [—M, M].

3.2 Teorema (Sturm). Comenzando con un polinomio dado p(x), sean los

polinomios p;(z), pe(z), ..., pr(x) definidos como sigue:
pi(x) = p'(x)
p(z) = qu(@)p1(z) — pa(2)
p1(z) = q2(x)p2(z) — ps(x)
p2(x) = qs(x)ps() — pa(x) (3.1)

pro1(x) = g-(z)pr(2)
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tales que pi(x), pa(z), ..., p-(x) satisfacen la condicién del algoritmo de la division:

deg pny1(z) < degp,(x).

Para todo nimero real a que no es raiz de p(x) sea w(a) el nimero de cambios

de signo en la sucesiéon

p(a), pl(a)7 R pT(a)

en donde todos los ceros son omitidos. Si by ¢ son nimeros cualesquiera (b < ¢) para
los cuales p(z) no se anula, entonces el niumero de raices distintas en el intervalo

b <z < ¢ (raices miltiples contadas solamente una vez) es igual a

w(b) — w(c).

Demostracion. Claramente, el iltimo polinomio p,(x) es el maximo comun divisor de
p(z) y 'p(z). Si dividimos todos los polinomios por p,.(z), hemos retirado los factores
lineales multlipes de p(z) sin afectar niimero de cambios de signo en cualquier punto
a que no sea raiz de p,.(z); en la divisién todos los signos de los términos de la sucesién
han permanecido inalterados, o bien, todos han sido revertidos. Por lo tanto, en la
prueba, asumimos que la division ha sido realizada; entonces el dltimo término de
la sucesion es una constante distinta de cero. En general, el segundo término de la
sucesion no serd la derivada del primero. De hecho, si d, digamos, es una raiz de p(x)

con multiplicidad [, tenemos que

p(w) = (v —d)'g(z), g(d) #0, (3.2)
pi(r) = p'(2) = iz — d)'g(x) + (z — d)'g'(2). (3-3)

Ahora la divisién por (x — d)'~! lleva a dos polinomios de la forma

p(z)
pi(z) =g

= (z —d)g(z) (3.4)
() + (z — d)g'(2), (3.5)
los cuales deberan ser divididos por los demés factores para las otras raices d’, d”, d" . . ..

Denotamos estos polinomios modificados de nuevo por p(z),. .., p.(x).
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En esta suposicién, ningin par de términos sucesivos de la sucesion se anulan en
algin punto a. Si para, digamos, px(a) y pr+1(a) fueran ambos cero, podemos inferir
a partir de (B]) que prio(a), ..., pr(a) también son cero, lo cudl es una contradiccién

pues p,(x) es una constante distinta de cero.

Las raices de los polinomios de la sucesion dividen el intervalo b < x < ¢ en
subintervalos. En un subintervalo, ni p(x) ni ningtin pg(z) se anulan, de donde se
sigue por Weierstrass’ Nullstellensatz que en el interior de tal intervalo todos los
polinomios de la sucesién mantienen su signo, por lo que w(a) se mantiene con-
stante. Falta por examinar cémo el nimero w(a) cambia en un punto d en donde un

polinomio de la sucesion de anula.

Sea d la primera raiz de py(x) (0 < k < r). De acuerdo a la ecuacién

pr—1(z) = qu(2)pr(z) — prya(z) (3.6)

los ntimeros pi_1(d) y prs1(d) tienen signos opuestos. Por lo tanto, en los dos subin-
tervalos adyacentes, py_1(z) y pr+1(x) son de signos opuestos. El signo de pg(x)
(4, —,0 cero) no tiene influencia en el nimero de cambios de signos entre pg_1(z) y
pra1(x); siempre hay una variacién de signo. Por lo tanto, el niimero w(a) no cambia

conforme pasa por d.

Ahora, sea d una raiz de p(z) tal que, en concordancia con la observacién

realizada al principio, tenemos, digamos,

p(x) = (z — d)g(x) (3.7)

pi(x) = g(z) + (z = d)g'(x), (3.8)

donde [ es un entero. El signo de p;(z) en d, y por lo tanto en los dos subintervalos
adyacentes, es el mismo que el de g(d), mientras que el de p(x) es igual al de (z —
d)g(d) en cada punto. Entonces, para a < d tenemos un cambio de signo entre p(a)
y pi(a), pero para a > d no tenemos ningtin cambio. Cualesquiera otras variaciones
del signo en la sucesion son preservadas al paso por d, como ya se mostrd. Entonces
el nimero w(a) disminuye por 1 cuando a pasa por d. Esto completa la prueba del

Teorema de Sturm. O
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Asi, para contar el nimero de raices reales de un polinomio p(x) basta aplicar
el Teorema de Sturm a b= M y ¢ = —M con b y ¢ como en el Teorema y M
como en el Teorema B]. Asi, si w(M) — w(—M) = deg p(x) tenemos que todas las

raices de p(z) son reales.

3.2. Un polinomio desde el punto de vista del Algebra Lineal

Sea M una matriz cuadrada nxn

mi1 ... Mip
M =

mMp1 .. Mpp

I = (513) s (5’Lj de Kronecker)

El polinomio caracteristico de M es:

q(x) =det (M — \I)

El teorema de Cayley-Hamilton dice que

q(M)=0

Este teorema nos permite, dada la matriz M, encontrar un polinomio que anula
a M. El siguiente teorema nos permite encontrar, dado el polinomio p(x), una matriz

anulada por p(z). Para un polinomio de grado n
p(z) = 2" + ap_ 12"+ +ag (3.9)
con a; € R, definimos
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3.1 Definicién. La matriz comparniera de p(x) es por definicién la matriz A

—Qp—1 —QAQp—9 ... —0A1 —Qo
1 0 .0 0
A= 0 1 0 0 (3.10)
0 0 1 0

El siguiente teorema establece una relacién entre el polinomio p(x) y su matriz

companera.
3.3 Teorema. Si A es la matriz companera del polinomio p(x), entonces
p(A) =0 (3.11)
3.4 Lema. FEl polinomio caracteristico de A es tal que

q(A) =0 (3.12)

Demostracion (Teorema). El polinomio caracteristico de A es por definicién
q(z) = Det(A — 1) (3.13)

con I la matriz identidad de n x n. Ahora, con esta definicién se tiene que

—T —ap—1 —Qp-2 —ap —ag
1 -z ... 0 0
A—al = 0 1 0 0 (3.14)
0 0 R ]
de donde se obtiene que ¢(z) = £p(x) y se sigue el resultado. O

Esto establece una relacion entre los valores propios de la matriz A y las raices

del polinomio p(z).

A define un operador T" en R" respecto de la base candnica de R". En las

diferentes bases, T tiene distintas matrices. Definimos la relacién
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A~ A

si y solo si existe C' no singular tal que

A =CtAC

Esta relacién es de equivalencia y en la clase de equivalencia de A existe una

matriz diagonal si y solo si los vectores propios de A forman una base del especio.

Ademas se tiene que el signo del determinante de la matriz de la transformacion

es invariante de la base, pues se tiene que sera

det A (3.15)

Dentro de todas las bases del espacio, si escogemos la base nueva como un
conjunto B’ tal que tendremos que la matriz resultante A’ serd una matriz diagonal,
llamaremos a esta base una base can énica de la matriz Ay a A’ la forma candnica
de la matriz A(Salvo reordenamientos). En particular, una base de vectores propios

es una base canénica.
Para continuar con nuestro andlisis introducimos unas definiciones

La matriz A = (a;;)es simétrica, si a;j= a;;. A es definida positiva, si todos sus
valores propios son positivos. Si fijamos una base del espacio, existe una correspon-
dencia biunivoca entre operadores lineales T y matrices A y escribimos A = [T]. Los
valores propios de T y [T] son los mismos cualquiera que sea la base. Forma bilineal
es una funcién real de dos variables vectoriales B(x,y) que es lineal en cada variable.

La forma bilineal es simétrica si satisface B(x,y) = B(y, x). Si fijamos una base del
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espacio, a cada forma bilineal B(x,y) corresponde una tinica matriz [B] y la forma
B(x,y) es simétrica si y solo si la matriz [B] es simétrica. Forma cuadratica es por
definicién la funcién real K(x) = B(x, x). Existe una correspondencia biunivoca en-
tre formas cuadraticas y formas bilineales simétricas y se dice que una esta inducida
por la otra. Una forma cuadratica es definida positiva si satisface que para todo x:
K(x) > 0, K(x) = 0 solo si = 0. Un producto escalar (x,y) = B(x,y)es una for-
ma bilineal simétrica que induce una forma cuadratica definida positiva. Teorema:
en todo espacio vectorial en el que estd definido un producto escalar (x,y), existe
una correspondencia biunivoca entre formas bilineales y operadores lineales T de la
manera siguiente: B(x,y) = (Tx,y) . Definicién: el operador T es simé trico, si para
todos los x, y : (Tx,y) = (x, Ty). Teorema: la forma bilineal B(x,y) es simétrica
si y solo si el operador T es simétrico. Si fijamos una base del espacio, esta cor-
respondencia biunivoca se extiende también a las matrices: dada la base, tenemos
[B] B T T] y [T] = [B]. La forma bilineal B(x,y) = (Tx,y) es

simétrica si y solo si la matriz A =[T] = [B] es simétrica en alguna base (y por lo

tanto, en todas), y esto dltimo se cumple si y solo si el operador T es simétrico.

Lo cual da lugar al siguiente Teorema:

3.5 Teorema. La matriz [T] es definida positiva si y solo si la forma cuadratica

K inducida es definida positiva.

Se tiene por tanto que una forma cuadratica definida positiva solamente tomara val-
ores no negativos, pues su forma candnica estard formada tinicamente por coeficientes
positivos. Ademas, con las definiciones anteriores es importante remarcar que aunque
la positividad de los valores propios pueda parecer dependiente de la eleccion de la
base del espacio, se tiene que la base no afecta el signo de los valores propios de A.

Esto se enuncia en el siguiente teorema

3.6 Teorema (Ley de Inercia). El nimero de términos positivos y el nimero
de términos negativos de la representacién canénica de A son ivariantes de la forma,

i.e., no dependen de la eleccién de la base.
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Asi, se tiene que no importa con que base se trabaje, los resultados en cuanto

a determinar el signo de los valores propios seran los mismos.

Ahora se tiene el siguiente teorema

3.7 Teorema. Una condicién necesaria y suficiente para que A = ||a;;|| sea

definida positiva es que sus menores principales desendentes

11 Qa2 Q13
ai; a2

ai, ,|A21 Q22 @23|,..., Det||am|| (316)
G21 (22
az1 a3z 0ass

sean todos positivos.

Demostracion. Si los menores principales de A son positivos, entonces todos los
coeficientes canénicos de A en alguna base son todos positivos, i.e, A es definida
positiva. A la inversa, supongamos que A es definida positiva, por lo que la forma
bilinal (Au,v) es positiva. Queremos probar que entonces los menores principales de

A son positivos. De hecho, el menor principal

ay; aip ... A1m
M= CL‘21 a'22 e (lg‘m (317)
Am1 Am2 ... Om;mm
define la matriz ||a;|| (i,k =1,2,...,m) de la forma bilineal (Au, v) en el subespa-

cio L, generado por los primeros m vectores de la base. Como (Au,v) es definida
positiva en el subespacio L,, [(Au,u),> 0para u # 0], entonces en el subespacio L,
existe una base candnica en la cual (Au,v) puede ser escrita en forma canénica con
coeficientes positivos. En particular, relativo a esta base, el determinante de (Au,v),
que es igual al producto de los coeficientes candnicos, también es positivo. Tenien-
do en mente la relacion entre determinantes en distintas bases (BI5]), vemos que
el determinante de (Au,v) relativo a la base original también es positivo. Pero el
determinante de (Au,v) en la base original es el menor M. Por lo tanto, M > 0, y

la prueba del teorema esta completa. ]
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Con el teorema anterior se tiene un resultado importante respecto del polinomio

p().

3.1 Corolario. Una condiciéon necesaria y suficiente para que las raices de

p(z) sean reales positivas es que los menores principales desendentes de su matriz

companera A, sean todos positivos.

3.1Nota. Un hecho interesante es que ultimo resultado es equivalente a la regla de los
signos de Descartes y a las ecuaciones de Vieta, ya que se tiene que el determinante

del menor principal de orden n —m de A es (—1)""™a,,.
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4. TRANSFORMACIONES DE %R, EN
SI MISMO

En este capitulo estudiaremos una clase de sucesiones de numeros reales pos-
itivos, a cada una de las cuales se asocia un mapeo de R, en si mismo. Para ello,

consideraremos a R" desde dos puntos de vista:

En primer lugar, como imagen de fR,, bajo el mapeo

c:R, = R" (4.1)

definido por

c:p(x)— (ap_1,...,a0) (4.2)

donde p (z) = Y apz®, a, = 1.
k=0

Por otra parte, consideraremos los mapeos

'R, —R, (4.3)

definidos por I' = (7,-1, ...,70) € R™ de la manera siguiente:

I'(p(z)) =q(x) (4.4)
donde
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q(z) = yarr’ (4.5)

con 7y, = 1.

El problema consiste en caracterizar las sucesiones de Polya, que son por defini-

cién las sucesiones I' = (79,1, ...,70) que mapean R, en si mismo.

4.1. Sucesiones en ‘R, y ‘Rj

En el caso de polinomios de primer grado no es necesario caracterizar un tipo
de sucesiones, puesto que todos los polinomios de grado uno con coeficientes reales

tienen su raiz real, asi que el andlisis comienza con los polinomios de segundo grado.

4.1.1. Polinomios de Segundo Grado

Vamos a considerar los elementos de R x Ry a cada I' € R x R le asocia-
remos una operacion que transforma trinomios cuadraticos monicos en trinomios
cuadraticos ménicos de la manera siguiente: dado I' = (1,72) con 71 y 7o reales y

dado un polinomio de segundo grado

p(z) =2 +azx+b (4.6)

definimos

pp(yc) = .1'2 + vaxr + ")/Qb (47)

Con esta definicién podemos pasar a caracterizar las sucesiones I' que trans-
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forman a R, es si mismo:

4.1 Teorema. Si ' € R X R es tal que

q(x) =2+~ G) T+ 7 <(2)> (4.8)

tiene sus raices reales, entonces para todo p(z) con raices reales, pr(x) tiene sus raices

reales.

Demostracion. En efecto, el enunciado es equivalente a la afirmacién de que se

cumple la desigualdad

(v1a)? > 4(72b). (4.9)

por lo que p(z) y g (z) tienen sus raices reales si y solo si se cumplen las dos

desigualdades siguientes:

D =a*—4b>0, (4.10)
2> (11)
De aqui se sigue (£9) y la demostracién estd completa. O

4.1.2. Polinomios de Tercer grado

Ahora generalizaremos lo hecho en el apartado anterior. Si ' € R x R x R,

asociaremos a I' = (71,72,73) una operacién que transforma polinomios ci bicos
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monicos en polinomios ctibicos ménicos de la manera siguiente: dado

p(z) = 2 + az® + bx + ¢, (4.12)

definimos

pr(z) = 2% + y1a2® + b + ysc. (4.13)

Recordemos (Definicion 2.3) que MRj es el conjunto de polinomios ciibicos ménicos
con todas sus raices reales y que hemos identificado a 93 con el subconjunto de R?
cuyos elementos (a, b, ¢) definen a p(z) como en ([AI2]) de tal manera que p(z) € Rs.
La frontera de fR3 como subconjunto de R3estd formada por las ternas (a, b, c) tales

que p(z) tiene al menos una raiz doble, por lo que los polinomios del tipo

(x+7r)2(x+s) =2+ (2r +s)2% + (r* + 2rs)z + (r’s) (4.14)

conforman la frontera de 3. Se sigue que p(x) o (a,b, ¢) estd en la frontera de Ry si

y solo si se cumplen las tres igualdades siguientes:

a=2r+s,

b=r%+2rs,

Considérense
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Yo = 12 (4.15)

con r real, entonces se tiene que

2%+ 7(2a + b)2® + r*(a® + 2ab)x + 13(a®b)
= 2° 4+ (2(ar) + (br))2® 4 ((ar)* + 2(ar)(br))z + ((ar)?(br)) (4.16)
= (z +ar)*(x + br).

Este ultimo polinomio tiene sus raices reales y ademads esta en la frontera de
Rs.

Por lo tanto, multiplicar termino a termino los coeficientes de un elemento de
la frontera por la sucesién v da como resultado otro elemento de la frontera, por
lo tanto esta operacién transforma polinomios con raices reales en otros del mismo

tipo.

Ahora considérese la sucesién

1
1—TQC d
ot (2)( +d)
Yo = %(c2 + 2cd) (4.17)
1
3:TC2d
v (O)( )

entonces, si se multiplica la sucesién v con los coeficientes de un polinomio de

la frontera como en (4.9), el polinomio resultante es
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x4+ %(Qa +b)(2c + d)2* + L(a2 + 2ab)(c* + 2cd)z + i(aQb)(c2d) (4.18)

() (v) (o)

el cual, utilizando un sistema algabrédico por computadora, se encuentra que

tiene raices

To = —ac

1
11 = ¢(~ac— 2be — 2ad — bd — v/ (ac + 2bc + 2ad + bd)? — 36abcd) (4.19)

1
= 6(—@0 — 2bc — 2ad — bd + \/(ac + 2bc + 2ad + bd)? — 36abed)

por lo tanto, el polinomio en (AI3]) tendra sus raices reales si y solo si

(ac + 2bc + 2ad + bd)* > 36abed (4.20)

lo cual es cierto si ¢ y d son no negativos, ya que si se tiene un ntimero impar
de negativos entre a, b, c y d, ([£I5]) es inmediato. Si se tienen 0 o0 4 negativos se tiene
que por la desigualdad AM-GM

ac+bc+bc;ad+ad+bd2\6/m (4.21)

de donde se sigue el resultado.

Para el caso en que 2 numeros son del mismo signo se tiene que las posibles

combinaciones de signos se reducen a los casos
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(ac + 2bc + 2ad + bd)* > 36abed

4.22
(ac — 2bc — 2ad — bd)* > 36abcd ( )

el primero de los cuales ya estd resuelto y se obtiene cuando a y b o ¢ y d son negativos.
El segundo de los casos no se cumple en general, puesto que si a = b = ¢ = d, se

tiene

4a* > 6a* (4.23)

una contradiccion.

Para una sucesion cualquiera 7, 9, 73 tal que

3+ (;) %+ 7o (i’) T+ Y3 (g) (4.24)

tiene sus raices reales se tiene que por (ALIZ) la multiplicacién de [ZIZ)) por los

coeficientes de ({.19)

2% 4+ 71 (2¢ + d)a* + Yo (c® + 2cd)x + y3(c*d) (4.25)

tiene sus raices reales. Ademas se tiene que (£.20) es la multiplicacién de la sucesion
~ con un elemento de la frontera de R3, asi que todo elemento de la frontera de MR;
se transforma en un polinomio con raices reales, esto quiere decir que v transforma

M3 en si mismo.
4.2. Caracterizacién de las Sucesiones
Sea f:R"™ — R™ tal que si a = (ay,as,...,a,)

fla) = (s¥, 55, ..57)
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donde s} es la iésima funcién simétrica elemental, las cuales estan definidas por

st =a;+ax+az+---+a,

sy = a1a9 + a1a3 + a1a4 + - -+ + Ap_10y,

Sy = a1a2a3 + A10204 + @104 + -+ Qp_20p_10yn

S, — Q10203 .. .0y

f es una funcién continua y como R" es simplemente conexo y cerrado, Im(f) =

R, es simplemente conexo y cerrado.

Sea A, ={a € R"/a = (a1,a9,...,an) Nay > as > -+ > a,}.

Entonces

04, = {a € R"/a = (a1,as,...,a,) Nay > ay > -+ > a; = Gj11 > ... > ayp

para algun i}.

La restriccién de f a A,, es continua e inyectiva. Ademas, f(A,) =R, , por lo
que f~! estd definida y es continua. Se sigue que f, y por lo tanto f~!, transforma

cerrados en cerrados y mapea 9R,, en 0A,,.
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OR,, = {p(z) € Ru[z]/p(z) = (z + ¢)*q(), g(x) € Rs}

en otras palabras, Int(R,) estd compuesto por todos los polinomios de grado n con

sus n raices reales distintas.

Asi que OfR,, se puede parametrizar como

(2c4 8772 * 4+ 2cs) 2+ 8572 78T 4 2088 4 5072 BT (4.26)

Por lo tanto,

w0 () () (Gpen

Consideremos la sucesion

y definamos la funcién h, : R™ — R" asi:

ho(a) = (aqay, agas, . .., apay)

h, es una transformacién lineal de R™ en si mismo.

Si v € OR,, entonces h,(v) € IR, ya que v € OR,, implica que existen reales

tales que

v=(2c4 5" ?+ 2T 2+ 5072 .. Ps"T2)
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endondece Ry SZ_2 son los coeficientes de un polinomio de grado n — 2 con raices

reales. Por lo tanto

ha(v) = (2(re) + (rsi™?), (re)* + 2(re)(rs7 %) + (r*s37%), ..., (re) (1" *s323))

y se tiene que por (2I)) que ho(v) € R, ya que se tiene como pardmetros rc y el
polinomio con raices rxy,rzs, ..., rr,_o. Porlo tanto, como h, es una transformacién
lineal, h,(0MR,) = Oh,(M,) = OR,, asi que ho(R,) = R, v por lo tanto h,(v)

transforma un polinomio con raices reales en otro con raices reales.

Ahora se enuncia un resultado propuesto por Pdlya

4.2 Teorema. Si () es una sucesién de reales positivos tal que

n n n
" 4 Yo (n B 1) A S (n )x“ +- 4™ ( )13 + Y0 (4.27)

tiene todas sus raices reales, entonces para todo polinomio moénico
p(z) = 2" + ap_ 12" - Fagr® + a1+ ag (4.28)
con todas sus raices reales, el polinomio
Py(#) = 2" + po1@n 12"+ - 002?101 + Yoag (4.29)

tendrd todas sus raices reales.

4.3. Algunas sucesiones particulares

Ya se vio una forma de caracterizar las sucesiones que tienen la propiedad
de trasformar un polinomio con coeficientes y raices reales en otro del mismo tipo.

Ahora se veran algunas sucesiones particulares que cumplen con esto.
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Progresiones Geométricas

Como se vi6 en la seccién anterior, si se tiene una sucesiéon dada por

v =1k (4.30)

para r un real positivo, transforma a u, en otro elemento de R,, por lo que

este tipo de sucesiones es de la clase que interesa.

Sucesiones de Coeficientes Binomiales

Para este ejemplo se comenzara con el siguiente Lema

4.3 Lema. Sea

Prm(T) = i (Z) (mi k> " (4.31)

con n > m,entonces se tiene que p,m(x) tiene todas sus raices reales.

Demostracion. Sea q(t) = t™(1 —t)™. Entonces se tiene que todas las raices de ¢(t)
son reales, y por lo tanto las raices de ¢(™(¢) son reales, 0 y 1 son de multiplicidad
m —n y n raices dentro de (0,1), digamos 0 < ty,ts,...,t, < 1. Entonces se tiene

que
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n

g™ (t) =
k=

(

n

k

)@

por lo que p,, ., (x) tiene n raices reales negativas

Asi que, sea

con k<n,y

conn>myk<m,yparam<k<n

T!n)!tm_k (m _?7:_’_ k)l (1) F (1 —gym ot
nym e\ nimlm! (t — 1)k
(=1)"t™(1 —1t) ;k!(n—k)!(m—k)!(m_n+k)! 1k
(=D)""(L— )" "l Y <”;) <n7"_1 k) (t ;kl)
k=0
=(=1)"t"(1 —t)" "nlpym (%)
T = T
= ()
e = (m — k)
2" =0

(4.32)

(4.33)

(4.34)

por lo tanto, por el Lema 43| se tiene que o™ y ™™ son sucesiones de reales positivos

que cumplen con la propiedad.
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4.4. Propiedades Generales de las Sucesiones

4.4.1. Signo de los términos de la sucesién

Si se tiene una sucesién (7,) tal que transforma polinomios con raices reales
en otro con raices reales, entonces se tendra que transformara en un polinomio con

raices reales a

b —2F k> 2 (4.35)

asi que se tendra que

ah — g2 (4.36)

tiene raices reales, por lo que v, y Yr_2 tienen el mismo signo, asi que se tiene que

todos los coeficientes pares tendran el mismo signo, asi como los coeficientes impares.

4.4.2. Varianza de las Raices

Si se tiene un polinomio como en (L2) con raices 1,79, ..., 7y,

A R— (4.37)

es la varianza de las distancias entre las raices.
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Por lo tanto

:% ((nl) (( rz) —QZrirj ZZT,TJ
2 i=1 1<j 1<j (4.38)
:% ((nl) ( TZ> —QnZTﬂ“]

de esto se tiene el siguiente teorema

4.4 Teorema. Si p(x) tiene raices reales, entonces estas son iguales si y solo si

Ap—2 1 1
- _ = 4.39
ai , 2 2n (439)
Por lo tanto se tiene que
1
6 = (n—)((n —1)a2_, — 2na,_») (4.40)
2

y si se le aplica una sucesién de progresiones geométricas o binomiales, se tiene que

la nueva separacién promedio sera

63 = m((n — DY o2, _y) (4.41)
2
0 = %((n — Dol %a2_) — 2na)_ya,-2) (4.42)
2
y 2
2 m "
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5. APLICACIONES

5.1. Circuitos LRC

En un circuito LRC en serie la segunda ley de Kirchhoff establece que la suma
de las cadas de tensin a travs de un inductor, una resistencia y un capacitor es igual

a la tensin aplicada. De la teoria de circuitos se tiene que:

La cada de tensin a travs de un inductor es igual a

di
L— 5.1
o (5.1)

La cada de tensin a travs de la resistencia es

Ri (5.2)

La cada de tensin a travs de un capacitor es
1 t
- idt 5.3
K (5.3

donde L, R,C' e i son la inductacia, resistencia, capacitancia y corriente del

circuito respectivamente.

Sea E(t) la fuente de voltaje que alimenta el circuito, entonces podemos mod-

elar la corriente por medio de la ecuacion

E(t)=1% +m+—/}ﬁ (5.4)
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Figura 7: Circuito LRC

la cual puede expresarse de la forma

d Lidi 1
- B(t) = LS + RS+ 2 (5.5)

ahora, para que el circuito no tenga una respuesta oscilante en el régimen

permanente, debe tenerse que las raices de la ecuacion caracteristica

1
Ls* + Rs + c= 0 (5.6)

sean reales.

Por la seccion 4.3, si se tiene un circuito estable en régimen permanente, puede
entonces duplicarse el valor de la resistencia y permanecerd estable, asi mismo,
puede cambiarse la resistencia R por Rk y el capacitor C' por k% que la respues-

ta seguira siendo estable.
Si se expresa la ecuacién (5.6) como
R 1
S+ =s+-—=0 (5.7)

L LC

se tienen condiciones mas generales:

» Pueden remplazarse R y/o L de tal forma que la razén entre las R y L nuevas
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sea dos veces la de las anteriores

» Pueden remplazarse R y/o L y/o C de tal forma que la razon entre las R y
L nuevas sea k veces la de las anteriores y que el producto LC' de los valores

nuevos sea k? veces mas pequeno que el de los anteriores.

Por el Teorema (4.2) podemos enunciar el siguiente resultado

5.1 Teorema. Si se tiene un circuito LRC cuya ecuacion caracteristica es como
(5.7) y se tiene que posee respuesta estable en el régimen permantente entonces, si

los niimeros positivos m,n cumplen con

n? L
>4
- R2C

m

pueden cambiarse los valores de resistencia, capacitancia e inductacia por val-
ores nuevosR', L'C’, manteniendo la respuesta estable si los valores nuevos cumplen

con que

R R
TL—IE
m.o 1
LC  L'C

5.2. Funciones de Transferencia

Una funcién de transferencia de un sistema en general puede interpretarse
como la razon entre la salida del sistema y la entrada. En Sistemas de Control
suele definirse una funcion de transferencia como la razén entre las transformadas de

Laplace de las senales de salida y entrada del sistema. Esto se define asi para poder
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analizar el comportamiento del sistema no solo en el dominio del tiempo sino que

también en el dominio de la frecuencia.

En la mayorfa de sistemas de control se obtienen funciones de trasferencia H (s)

de la forma

H(S) . b(S) . 5n+bn_18n_1+"'+bo (5 8)
Cals)  s™Hapm s+ +ag '

en donde las funciones b(s) y a(s) son polinomios en s, la frecuencia. General-
mente la frecuencia se escribe como s = jw, donde w es la frecuencia angular, es decir
= 27 f con f la frecuencia real del sistema medida en Hz. Dependiendo la forma
de dichos polinomios se puede describir el comportamiento del sistema respecto de

la frecuencia.

Por medio de esta modelacion, se puede también describir el comportamiento
del sistema en términos del tiempo, realizando la transformada inversa de Laplace
de la salida. Asi, si la funcion de trasferencia tiene polos reales, entonces al pasar
al dominio del tiempo, se tiene que la senal de salida no presenta oscilaciones y es

estable.

Ademas, si se tiene que a(s) tiene todas sus raices reales, eso quiere decir que la
funcion de trasferencia serd siempre finita, es decir, siempre tendra ganacia finita y no
tendra una frecuencia de resonancia, diciendo asi que el sistema no provocara ningin

tipo de sobre corriente o sobre voltaje.

Con el anélisis realizado en el presente trabajo se puede llegar a enunciar el

siguiente resultado

5.2 Teorema. Si se tiene una funcién de transferencia H(s) como en (5.8) de
tal manera que en el dominio del tiempo presente una salida estable no oscilatoria,

entonces, si se modifica el sistema y se obtiene una funcién de transferencia H'(s),
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() — ", ST 4+ D) -
(S) T an m—1 m—2 ( ' )
§" + Ym—1Am—1$ + Ym—2Gm—28 + - 4 Yoao

el nuevo sistema sera no oscilatorio o estable en el tiempo si y solo si la sucesion

(7k) es una sucesién de como las estudiadas en el Capitulo 4.
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CONCLUSIONES

Por medio de una transformacion trilineal en el plano complejo, puede trans-

formarse cualquier cénica en una recta, en particular en la recta real.

El estudio de los polinomios con todas sus raices sobre una cénica puede
realizarse de forma equivalente mediante el analisis de los polinomios con
raices reales, ya que existen transformaciones puntuales del plano complejo
en si mismo que transforman a un polinomio con raices sobre una cénica

cualquiera en uno con todas sus raices reales.

Las traslaciones horizontales, homotecias, inversion y derivacién, son opera-
ciones que transforman a un polinomio con raices reales en otro polinomio

con raices reales.

Al analizar los polinomios mediante su matriz companera, se obtiene que la
regla de los signos de Descartes y las ecuaciones de Vieta son equivalentes
a la Ley de Inercia, los cuales son resultados utilizados para afirmar que un

polinomio tiene todas sus raices reales positivas.

Existen transformaciones lineales del espacio de polinomios en si mismo, que
tansforman cualquier polinomio con todas sus raices reales en otro polinomio

con todas sus raices reales.

A cada polinomio con coeficientes reales se le puede asignar un punto en el
espacio, cuyas coordenadas quedan determinadas por los coeficientes de dicho
polinomio. Definida asi esta correspondencia, el conjunto de polinomios de

raices reales forma una regién simplemente conexa y cerrada en el espacio.
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El andlisis de la naturaleza de las raices de un polinomio, tiene relacion
directa con la estabilidad de una senal de salida en los sistemas de control,
tales como circuitos electricos, amplificadores, filtros, sistemas mecanicos,

entre otros.
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RECOMENDACIONES

Para evaluar de manera mas sencilla si un polinomio de grado menor o igual
a tres tiene todas sus raices reales, se pueden utilizar los resultados obtenidos

en el capitulo dos, especialente las secciones 2.3 y 2.4 .

Para mostrar de manera mas formal, la caracterizacién de las sucesiones
que transforman polinomios de raices reales en polinomio de raices reales
dada por Pdlya, se puede utilizar la nocion de la regién generada por dichos
polinomios en el espacio, y probar que la regiéon transformada permanece
dentro de la regién original, luego de haber aplicado un cambio de escala en

cada uno de los ejes, debido a las sucesiones de nimeros reales.
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